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SUR L'EXISTENCE D'UNE CATEGORIE AYANT UNE 
MATRICE DONNEE 

SAMER ALLOUCH 



1. Introduction 

Ce papier est une continuation de [2j, dont le but est d'etudier les cor- 
respondances entre les categories finies d'ordre n et les matrices carrees de 
taille n. Cette correspondance figure dans les papiers recents de Leinster et 
Berger [TO] [S], voir aussi Kapranov [9]. L'etude des categories finies continue 
actuellement avec le papier de Fiore, Liick et Sauer [B]. 

La question abordee ici est de savoir, pour une matrice donnee M, s'il 
existe ou non une categorie A associee a M. Dans [2] il a ete traite le cas des 
matrices strictement positives. Ici on considere une matrice M quelconque. 
Apres un rappel sur la condition d'une matrice reduite, la definition d'une 
relation > sur les indices de la matrice qui correspondent aux objets de 
la categorie (la matrice est dite acceptable si la relation est transitive et 
refiexive), et la partition de cet ensemble en classes d'equivalence notees A, 
les objets dans cliaque classe seront notes par A*. Les classes A sont de type 
U si M(A°, A°) = 1 ou de type V si M{X\ A*) > 2 pour tout i. 

Le resultat du tlieoreme 17.51 est que pour M une matrice reduite alors 



M 


acceptable 




M{X\X') > 


M(A\AO)M(AO,AO + 1 


VA € t/, i > 1 


M(A\AJ) > 


M(A%A0)M(A0,A^) 


VA€ t/ 


M{\\ii^) > 


M(A\/iO) 


yXy fi,neU 


M{X\i2^)> 


M{x\^i^) 


yx> fi,XeU 


M{\\^i^)> 


M(A0,;U^) + M(AS/) 






-M(A0,/) 


yx>fieu 



Cat{M) 7^ 4^ < 



Pour expliquer le resultat on traitera d'abord des exemples representatifs, y 
compris le cas des matrices strictement positives de [2] pour fixer les nota- 
tions. 



2. Partition des matrices 

Soit M.—{aij) une matrice carree d'order n, A une categorie associee a M 
dont les objets sont Oh{A) = {xi,....,x„} et A{xi,Xj) = aij avec A{xi^Xj) 



Ce papier a beneficie d'une aide de I'Agence Nationale de la Recherche portant la 
reference ANR-09-BLAN-0151-02 (HOD AG). . 
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I'ensemble des morphismes de 

/ . Xi I f Xj 

On definit ~ une relation de semi-equivalence sur Ob{A) par : 

2ii > 



Xi' -^ — ^ a-. > 

On va partitionner Ob{A) par A/r^={ai, ...,aq}~{Ui, Up,Vi, ,Vq} oil 

Ui contient an moins Xj telque Ujj = 1 pour tout i G {1, ...,p} 
et Vj ne contient aucune Xg telque Uss = 1- 

Solent X, fi,f . . . G Ob{A)/ ~ sont des classes objets. Les objets d'une classe 
A seront notes A* pour 1 < i < |A| si A G F, ou < i < |A| si A G L'^. De 
cette fagon, les objets qui n'ont que I'identite comme endomorphismes, sont 
les A°. 

Ensuite, les morphismes seront notes X^fi^ X ou X designe une lettre ma- 
juscule, eventuellement avec un exposant k qui pourrait eventuellement etre 
une paire. 

Le choix de lettre designera le type de morphisme. 

On commence avec les notations pour les morphismes X^X^ X. 

D'abord, pour I'identite on ecrira A*A*I (pas besoin d'exposant car il n'y 
a qu'une seule identite pour chaque objet A*). 

Ensuite, on aura des morphismes de la forme X^X^F^'"" avec les conditions 
suivantes : on a 

l<u< a(V), l<v< h{X^) 

avec (si X (zU) o(A*^) = 1 et h{)^) = 1 ; en particulier pour i = il n'y a que 
ti = 1, pour J = il n'y a que v = \. On fera la convention que 

AOaOfI'I = A^A"/ 

est I'identite ; cependant pour i > on a 

X'X'F^'^ ^ X'X'I. 

Pour A G [/ et soit i = 0, soit j = 0, ces morphismes sont les seuls 
morphismes. 

Pour i,j > 1, et dans tons les cas A G y, on pent avoir en plus des 
morphismes de la forme X^X^G , pour 

1 < A; < M{X\ X^) - a{X')b{X^) sii ^ j 

ou pour 

1 < A; < M{X\ X^) - a{X')b{X^) -lsii=j. 

Ce nombre de morphismes supplementaires pent etre egale a 0, dans ce cas il 
n'y en a pas. Ces G s'occupent de la technique "d'ajouter des morphismes". 
On considere maintenant les morphismes dans le cas A*//-' avec A > /x, et 
en supposant par exemple que A, /x G C/. II y aura des types de morphismes 
suivants : X'fi^A'', AV^^B^ X'fi^G'', X'^iW^ 
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Pour AV^A^, 



Pour AV^'-B'', 
Pour AV^'C'^, 



1 < A:<M(A°,/). 
1< fc<M(V,/)-M(A°,/). 
1 < A:<M(A°,^^)-M(A°,/). 



Pour X'fiW'', 

l<k< M{X\fi^) - M{X\fi^) - M{X^,fi^) + M(A°, /). 
Exemple : Soit M une matrice definie par : 



M 



/ 1 b 

e f 


c d \ 

k I 



\ 


1 X 

q m 1 



avec a,b,c,d,e,f,k,l,x,q,m sont strictement positives. 

alors si cat(M)/ done yl/^={A, /u} avee A = {xi,X2} ei ii = {x^,Xi\. 

3. Matrice reduite 

Definition 3.1. ; Soit A une categoric d'ordre n avec objets xi, . . . ,Xn, on 

dit que Xi ct Xj sont isomorphes s'il existe f € A{xi,Xj) et g ^ ^{^ji Xi) tels 
que fg = 1^^. et gf = 1^^ . 

Rq : Si Xj et Xj sont isomorphes, alors pour tout objet x^ on a des iso- 
morphismes d'ensembles 

yl(Xfc,Xjj > A[xii;,Xj), 
donnes par h >-^ fh dans une direetion, et u >-^ gu dans I'autre ; et 

A[Xi,Xk) — ?■ A[Xj,Xk), 

donne par h >-^ hg dans une direction, et u >-^ uf dans I'autre. Si M est la 
matrice de A, on en deduit : 



et 



Vfc, Mik = Mjk- 



Definition 3.2. :Soit A est une categoric telle qu'il existe deux objets dis- 
tincts Xi et Xj (i ^ j) qui sont isomorphes, on dira que A est non- reduite. 
On dira que A est reduite sinon,c'cst-d-dire si deux objets distincts sont tou- 
jours non-isomorphes. On dira qu'une matrice M est non-reduite s'il existe 
i ^ j tel que 

yk, Mki = Mkj 
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et 

V/c, Mik = Mjk, 
cela veut dire que la ligne i egale la ligne j et la colonne i egale la colonne j. 
On dira qu'une matrice M est reduite si elle n'est pas non-reduite. 

Rq : D'apres le debut ci-dessus, on obtient que si A est non-reduite, 
alors M est non-reduite. Done, par contrapose si M est reduite alors A est 
reduite. Le contraire n'est pas forcemment vrai : il pent exister une categorie 
A telle que M est non-reduite, mais A reduite, par exemple on pent avoir 
une categorie A d'ordre 2 dont la matrice non-reduite est 

2 2 



^-' 2 2 
mais telle que les deux objets de A sont non-isomorphes et done A reduite. 

Theoreme 3.3. .' Si M une matrice non reduite, on peut reduire M en une 
sous matrice N reduite telle que M marche si et seulement si N marche. 

En effet : Supposons que M est une matrice n x n non-reduite. On peut 
definir une relation d'equivalence sur I'ensemble d'indices {1, . . . , n} en disant 
que i r^ j si \/k, M^i = M^j etVfe, Mj^ = Mjk- Celle-ci est symetrique, 
reflexive et transitive. On obtient done une partition de I'ensemble d'indices 
en reunion disjointe de sous-ensembles 

{I, . . . ,n] = U1UU2U ■ ■ ■ UU^ 

avec [7(1 n t/fc = 0, telle que tons les elements d'un Ua donne sont equivalents, 
et les elements de Ua ne sont pas equivalents aux elements de Uh pour a ^ b. 
(Ce sont les classes d'equivalence pour la relation d'equivalence). Clioisissons 
un represantant r(a) G Ua pour cliaque classe d'equivalence. Dans I'autre 
sens, on note par c{i) G {1, . . . ,m} I'unique element telle que i G U^a)- Ici 
c{i) est la classe d'equivalence contenant i. On a 

c{r{a)) = a 

mais r{c{i)) n'est pas toujours egale a i : on a seulement qu'ils sont equiva- 
lents r{c{i)) ~ i. On obtient une sous-matrice de taille m x m 

Nab ■= Mr(a),r{b)- 

II est a noter qu'on peut faire en sorte que r{a) < r(b) pour a < 6 : on 
choisit r{a) le plus petit element de Ua, et on numerote les classes Ua par 
ordre croissant de leur plus petit element. Dans ce cas N est vraiementune 
sous-matrice de M. Noter que N est reduite, puisque les elements de Ua et 
Uf, ne sont pas equivalents pour a ^ b. Si A est une categorie dont la matrice 
est M, on obtient une sous-categorie pleine B C A qui consiste des objets 
r(a) seulement, a = 1, . . . ,m. La matrice de B est N. On conclut que si M 
marche, alors N marche. L'equivalence entre i et r(c{i)) implique que pour 
tout A; on a 
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On en deduit que pour tout i,j on a 

Mjj = Mr(c(i))j = Mr(^c{i)),r{c{j)) = ^c(i),c{j)- 

Ceci indique comment aller dans I'autre sens.Supposons que B est une ca- 
tegorie dont la matrice est A'". Notons par yi, . . . ,ym les objets de B. On 
definit une categorie A avec objets notes xi, . . . ,Xn en posant 

A{xi,Xj) = -B(yc(i),ycO))- 
Si on veut etre plus precise on pourrait definir 

A{xi,Xj) := {{i,j,P), j3 G 5(yc(j),yc(i))}- 
La composition est la meme que celle de B, i.e. 

{i,j,(3){j,k,l3'):={i,k,pp'). 

De meme pour les identites, et I'associativite et les regies des identites sont 
faciles a verifier. Done A est une categorie. 
On a : 

\A{xi,Xj)\ = |5(yc(i),yc(j))l = Nc{i),cU) = ^M- 
Done A correspond a la matrice M. De cette discussion on conclut : etant 
donnee une matrice non-reduite M, on pent construire par la construction 
precedente une sous-matrice N qui est reduite, telle que M marche si et seule- 
ment si A^ marche. La sous-matrice N est unique a permutation d'indices 
pres. 

Lemme 3.4. :Soit M est une matrice reduite avec Mij > 0, et s'il existe 
i ^ j tels que Mi^i = 1 et Mjj = 1, alors M ne marche pas. 

En effet : On suppose que M marche alors il existe une categorie A associee 
a M et comme M est reduite alors A est reduite. En plus Mj^j = 1 et Mjj = 1 
alors Xi et Xj sont isomorphes. En effet, A(xi,Xj) a Mij > elements, on 
pent en choisir un / ; et A{xj,Xi) a Mji > elements, choisissons-en g. Alors 
fg = letgf = l car |^(a;j,Xi)| = Ma = 1 et |74(xj,Xj)| = Mjj = 1. Alors 
A est non-reduite contradiction done M ne marche pas. 



4. Matrices stictement positives 

Les sections 4 a 6, qui constituent un rappel de [2j, expliqueront la methode 
"d'ajouter des morphismes" qui sera ensuite utilisee sans plus d'explication 
pour la preuve du theoreme 17.51 

Soit M—{aij) une matrice carree d'ordre n a coefficients positives. 



Theoreme 4.1 (Leinster f3]). .■ Soit M = {rriij) une matrice carree dont les 
coificients sont des entiers naturels et pour tout i ma > 2 , alors Cat(M)^ 
(i.e.d il existe une categorie associe d M). 
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En effet : Soit M = {rriij) de taille avec ma > 2, on pose riij := rriij pour 
i ^ j et nu := ma — 1. On pent definir une semi-categorie A associe a N 

dont les objets sont 1, 2, , n, pour tout couple {i,j) on a une fleche ^ij :i 

— )• j tel que $jj ^ Ijijla loi de composition definit par si f : i ^ j et g : j ^^ k 
^ij alors gf = $jfc. Ensuite on peut definir une categorie B en rajoutant a 
A les identites, pour tout i on a, la : i ^^ i. La matrice de B est M. 

Soit M une matrice carree d'order 2 definie par : 

1 b 



\ c a 

avec b,c,d > 1. 

Theoreme 4.2. Cat(M)^ 0^ d>hc+l 

Pour d = bc+l 
^ ) :on a Cat(M)7^ On va demontrer que d> 6c + 1 

Soit A une categorie associee a M ,Comme tous les coefficientes de la matrice 
sont strictement positives alors il y a une seule classe equivante note A. 
Soit A une categorie associe a M dont les objets sont A={A'^,A^}. 
les morpliismes sont definis par : 

^(A0a1)={A0a1G"'71 <u< a{\^) = 1, 1 < v < b{\^) = b}={X^X^G^^'" /I < 

v<b} 

^(A1aO)={AUOG"'71 <u< a{X^) = c,l<v< b{X^) = 1}={X^X^G'''^/1 < 

u < c} 

Ona :(A1AOG"'1)(AOA1G1'^)=/o pour tout u,v 

Rq (1) :il n'existe pas u,v telque (A°A1G1''')(AU°G"'^)=/i, sinon s'il existe 

u,v telque {X^X^G^'''){X^X^G''^^)=h, on a (A^A^G"'!) [{X^X^G'^'"'){X^X^G^''')] =Io 

alors (AOA^Gi'^ [{X^X°G'''^){X^X^G''''^){X^X^G^''')] ^{X^X^G^''') 

done [(A0a1g1'^)(AU0G"'1)] [{X^X^G'''"')iX°X^G^''")]={X^X^G^''') 

alors (A1a1G"'™)(A°A1g1'7=(A0A^G1'^) 

d'autre part, [iX^X^G'''"'')iX^X^G^''')] i{X^X^G'''^)^{X^X^G^'''){X^X^G'''^)=li = 

(A^A^G"'™) contarduction. 

Rq (2) :soient (A°A1g1'7(AU°G"'1)=(AU1G"''") alors {X^X^G''^"')'^={X^X^G''^"') 

En effet {X^X°G'''^){X^X^G^''')=Io 

alors (AOAiGi'7 [(A1A0G«'1)(A0A1G1'^)] ^{X^X^G^''') 

done [(AOa1g1'7(A1aOG«'1)] {X^X^G^'^'MX^X^G^''') 

alors (A1a1G"''")(A°A1G^''')=(AOA1g1'7 

d'autre part [{X^X^G'''"'){X^X^G^''')] {X^X'^G'''^)={X°X^G^'''){X^X^G'''^) =iX^X^G''' 

(A^AiG"'™) [(A°A1g1'7(A1aOG"'1)] =(A1a1G'^'™)2 
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Rq (3) :s'il existe {X'^X^G^'''){X^X^G'^^^)={X°X^G^'P){X^\°G'''^) alors p=v. 

En effet [{X^X^G^'''){X^X^G'''^)]{X'^X^G^'P) 

=(A0a1g1'^)[(A1a0G"'1)(A0a1g1'P)] 

=(A0a1g1'^) 

= [(AOa1g1'P)(A1aOG"'1)] (X^X^G^'P) 

=(AOA1g1'P)[(A1AOG"'1)(AOA1g1'P)] 

=(AOAiGi'P) 

Done (A0a1g1'^)-(A°A1g1'P). 

Rq (3) :s'il existe {X'^X^G^'''){X^X'^G'''^)={X°X^G^'''){X^X'^GP'^) alors p=u. 

En effet [{X^X^GP'^){X^X^G^^'")]iX^X^G''^^) 

=(A1a0G"'1) 

=(A1aOGP'1)[(AOa1g1'^)(A1aOG«'1)] 

={X^X^GP'^)[{X^X^G^'''){X^X^GP'^)] 

= [{X^X^GP'^)iX^X^G^''')]iX^X^GP'^) 

^{X^X^GP'^) 

done =(A1A0G"'1)==(A1A0GP'1) 

Rq (3) :il n'existe pasu^metv^n telque (A°A1g1'^)(A1A°G"'1) = (A°A1G1'")(AU°G™'1^ 

En effet [(A1A°G™'1)(A°A1g1'^)] (A1A°G"'1) 

=(A1aOG"'1) 

=(A1AOG™'1)[(AOa1g1'^)(A1aOG"'1)] 

=(A1aOG™'1)[(AOa1g1'")(A1aOG™'1)] 

=(A1aOG™'1) 

done m=u contradiction . 

Done les 4 remarques Rq (1) Rq (3) Rq (4) et Rq (5) donnent {d — hc) > 

c.a.d d > be 

^)d>bc^ Cat{M) / 0. 

Pour d = bc+ 1 

soit A une eategorie dont les objets sont A", A"*^ et les morphismes sont definis 

comme preeedant . 

On va definir la loi de composition par : 

(VAPG"'^)(A^A^G"'™)=(A*APG"'^) pour tout iJ.pG {0, Ijca.d : 

(A1aOG"'1)(AOa1g1'^) = (AOaOgI'I). 

(AiAiG"'^)(AOAiGi'^') = (AniGi'^). 

(AOa1g1'^)(A1aOG"'1) = (AiA^G"'^). 

[^i^o^«M)(^i^i(^«,^) = (AiA°G"'i). 

(AiAiG"'")(AiAiG"''''') = (AiAiG"'-^). 
soient i,j,p,q € {0,1} alors : 
[(APA«G^'?')(A^APG"'^)](A*A^G"''")= 
(AJA«G"'?')(A*A-'G"''")= 
(AU^G"'?') 



8 SAMER ALLOUCH 

d' autre part 
(APA9G^''2')[(A-'APG"'^)(A*A^G'^''")] = 

(X^XiC^'y) 

Done [{XPXiG'''y){X^XPG''''')] (AUJG"''")=(ApA'?G^'J^) [(AJApG"''')(AUJG"''^)] 

ce qui domie A eategorie assoeiee a M done Cat{M) ^ 0. 

Pour d >be+l alors d=be+l+n 

Soit A' une eategorie tel que Ob(A)= Ob(A')tel que : 

A'(AiAi)={AiAiG"'7l <u<6etl<7;<c}U {X^X^RP/I < p < n} 

A'{X^X^)^I. 

^'(A0a1)={A0A1G"'71 <u< a(AO) = 1, 1 < f < b{X^) = b}={X°X^G^'yi < 

v<b} 

A'{X^X^)^{X^X^G'^'yi <u< a(Ai) = c,l<v< 6(A0) = Ij^iX^X^G^^'^l < 

u < c} 

avee la loi de eomposition definie par : 

{X^X^K'){X°X^G^''') = (AiAiGi'i)(A0AiGi'7 = (X^X^G^^^) 

(AiAOG"'i)(AUii^^) = (A1a0G^'1)(AU1G^'^) = {X^X^G'"'^) 

(AU^G^'^KAUii^O = (X^X^G'^'^iiX^X^G''^^) = {X^X^G''''') 

iX^X^K')iX^X^G'^''') = {X^X^G^'^){X^X^G'^''') = (AU^G'^'I) 

{X^X^K'){X^X^K'') = {X^X^G^'^){X^X^G^''') = {X^X^G^'^) 

Corollaire 4.3. soit M une matrice carre d'order 2 definie par : 

a b 



M- , , 

c a 

avec a, b, c, d sont strictement positives, alors cat(M) ^ dans les cas sui- 
vantes : 

1- a—b—c—d—1 voir [1] 

2- a^l, d > be. 

3- d^l, a > be. 

4- a > 1 , d > 1 voir [TO] . 
SI non Cat{M) = 

5. Matrices triples 

Soit M une matriee d'order 3 strietement positives definie par : 

1 a b 
M = I c n m 

p q r 

n > 1 et r > 1, sinon la matrice n'est pas reduite. On pent deduire de I'etude 
precedant que n > ac + 1 et r > bp + 1 en effet les deux matrices suivantes 

16 
p r 
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et 

■ 1 a 

c n 

sont sous-matices voir [1] et si N est une sous matrice qui ne marche pas 
alors M ne marche pas. 

En plus m >bc et q > ap en effet : 
soit A une categorie associee a M dont les objets sont {xi,X2,X3} 
D'apres la decomposition de matrice, comme M est strictement positives 
alors il y a une seule bloc c.a.d il y a une seule classe A et les objets definis 
par {A'^,A^,A^} et les morphismes sont donnes par : 
A{X^X°)^{idxo = 1} 
A(A2a1)={A2a1G"'''} 
A(A1a2)={A1aOG"'''} 
A{X^X^)^{X^X^G^'yi <v<a} 
^(A1aO)={A1AOG"'V1 <u<c} 
^(A0a2)={A0A2g1'71 <v<b} 
^(A2aO)={A2aOG"'V1 <u<p} 
A(AiAi)={AiAiG"'7l <u<a,l<v<c} 
A(A2a2)={A2a2G"'71 <u<b,l<v<p} 

Nous revenons au but : il faut demontrer que m >bc et q > ap 
on suppose que m < be alors il y a 3 cas : 

a)il existe u^ u',^^ v' ,x avec 1 < u, f ' < 6 et 1 < n, n' < c et 1 < x < p tel 
que : 

(AOA2g1'^)(A1AOG"'1) = (An2Gi'^')(AiA0G"''i) 
alors 

(A^AOG^'I) [(AOA2g1'^)(A1AOG"'1)] = (A^AOG^-I) [{X°X^G^^'"'){X^X°G'''^^)] 
done 

[(A2aOG^'1)(AOA2g1'^)] (AUOG"'!)- [(A2aOG^'1)(AOA2g1'^')] {X^X^G^''^) 
alors 

idAo(AU°G"'i)=idAo(AiAOG"''i) 
alors 
u = u' contradiction done n'existe pas cette cas . 

b) il existe u,V7^ v',x avec 1 < u, u' < c 1 < w, f ' < 6 et 1 < x < a tel 

que : 

(A°A2g1'^)(A1A°G"'1) = (A°A2g1'^')(A1aOG"'1) 

alors 

[(A0a2g1''')(A1a0G"'1)] (A0a1g1'^)= [(A0a2g1'^')(A1A°G"'1)] (A°A1g1'^) 

done 

(A°A2g1'^) [(A1aOG"'1)(A°A1g1'^)] = (A°A2g1'^') [(A1A°G"'1)(A0a1g1'^)] 

alors 

(A0A2Gi'^)idA0=(A°A2Gi'^')idA0 

alors 

V = v' contradiction done n'existe pas cette cas . 
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c)il existe n^ u',v,x avec 1 < t; < 6 et 1 < u, ti' < c et 1 < x < p tel 

que : 

(A0a2g1'^)(AU0G«'1) = (A0a2g1'^)(A1a0G"''1) 

alors 

(A^aOG^'I) [(A0a2g1'^)(A1a0G«'1)] = (A^aOG^-I) [iX^X^G^'''){X^X^G''''^)] 

done 

[(A2a0G^'1)(A0a2g1'^)] (A1aOG"'1)= [(A2a0G^'1)(A0a2g1'^)] (AU0G"''1) 

alors 

idxo (A^ AOG"'i)=idA" (A^ A^G"''!) 

alors 

u = u' contradiction done n'existe pas eette cas . 

Done m >bc. 

De la meme pour q > ap 



Theoreme 5.1. Soit M une matrice triple dont les coeficientes sont stricte- 
ment positive definie par : 

/lab 

M = I c n m 

\ p q r 

alors n = ac+ l,r = bp + l,m = bc,q = ap ^ Cat[M) ^ 

En effet :soit A une semi-eategorie d'order 3 dont les objets sont {A'^A^, A^} 
et les niorphismes definis par : 
A{X^X^)={idxo = 1} 
A{X^X^)={X^X^G^^"/l <v<a} 
A(A1A0)={A1A0G"'V1 <u<c] 
A(A0A2)={A0A2g1'71 <v<b} 
A(A2aO)-{A2aOG"'V1 <u<p} 
A(A2a1)={A2a1G"'71 <u<p,l<v<a] 
A(A1A2)={A1A0G"'71 <u<c,l<v<b} 
^(AiAi)={AiAiG«'^ / 1/1 < u < a, 1 < t; < c} 
^(A^A^i^JA^A^G"'^ ^l/l<u<b,l<v<p} 

a partir de ces equations n = ac + l,r = bp + l,m = be et q = ap nous 
pouvons definir la loi de composition par : 
(AiA'=G«''''')(AUJG"''')=(A^A*^G«'^')Vi,i,A: G {0,1,2} 
on va verifier I'associativite : 
(A*^A^G""'^")(A-'A'=G"''^')j (AU^'G"'^) = 

(AiA^G"''^")(A^A^G"'^) = 
Ixi^X'G''"''") 



d'autre part (A^A'^G"" 
(A'^A*G""'^")(AU'=G"" 

(aSa'G""^") 



(AiA'=G"''^')(AUJG"'^ 



done 



(A'^A^G" '^ )(AJA^G"'^) (AU^G"'^) = (A^A'G" -^ ) (A^A^G" '^ )(A*AJG"'^) 
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alors A est une semi-categorie associe a M. 

Soit B = A (B {idxi} ® {^'^^3} done B est une categorie assoeie a M ce qui 

donne Cat{M) / 

Notation : 

On a pour la matrice triple M definie par : 



M 



avec n = ac ,r = bp, m = be et q = ap d'apres precedant M admet A comme 
semi-categorie. 

Maintenant on va chercher une semi-categorie associe a M avec n > ac, r > 
bp,m >bc,q> ap et apres on ajoute les identites. 
Soit M{ac + 1) matrice definit par : 




1 


a 


b 


c 


ac+1 


m 


p 


1 


r 



Ob{A) avec les mor- 



M(ac + 1) 



avec r = bp, m = be, q = ap 

soit A' une semi-categorie dont les objets sont Ob(A') 

pliismes sont : 

A'{X^X^)={idxo = 1} 

A'{X^\^)={\°\^G^'yi <v<a} 

A'(A1aO)={AUOG"'V1 <u<c} 
^'(A0a2)={A0A2g1'71 <v<b} 

^'(A2aO)={A2aOG"'V1 <u<p} 
^'(A2A^)={A2A^G"'71 <u<p,l<v<a} 
^'(A1a2)={AU0G"'71 <u<c,l<v<b} 

^'(A2A2) = {A2A2G"''' 7^1/1 <U<b,l<V<p} 

A'{X^X^)={X^X^G''''' 7^1/1 <u<a,l<v<c} \J{X^X^K^} 

Les equations de la loi composition de A' sont les memes que de A en plus 

les equations dependant de e' sont : 

(A1a1k1)(VA1G"''')=(AU1g1'1)(AU1G"'^)-(VA1G"'1) 

(AiVG"'^)(AiAii^i)=(AU^G"'^)(AUiG'^'^)-(AU^G"'^) 

{X^X^K^){X^X^K^MX^X^K^) 

Pour I'associativite il y a six possibilites des equations definies par : 

(AU^G"'^) [(AiAiKi)(AUiG«''^') 
(AiA^G"'^) (AiAiGi'i)(AUiG"''^' 

(AiAiG"'^)(AUiG"''i)= 

(VA^G"''^) 

3'autre part 

(AiAJG"'^)(AiAiKi)l (VA^G"''^' 
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(AiAJG"'^)(AUiG"''^')= 
(A^A^G">) 

Done (A^A^G"'^) \{X^X^K^){yX^G''''''') 



(X^X^K^) (A^A^G"'^)(A*AJG« '^ ) 



(AiA^G"'^)(AiAiKi) (A^A^G"''^') 



(A^A^K^)(A*A^G"'^)= 
(AiAiGi'i)(AUiG"''^)= 
(AUiG"''i) 
(AiAii^i)(AUiG"'^) 

(AiAii^i)(A^AiG"'^) 

(AiAiGi'i)(AUiG"'^) 

(A-'AiG"'i)(yA^G"''^')= 

(AUiG«'"i) 

Mors (AiA^i^i) r(A-'AiG"'^)(AU^G"''^')l = \{X^X^K^){X^ X^G''''')] (AU^G"'-^') 



(AU^G"''^> 
(AU^G"''^> 
(AU^G"''^> 



(AU^G"'^) 
(AU^G"'^) 



(AiA^G"''^')(AiAii^i) 

(AU^G"''^')(A1a1G"'^; 

(AU^G"'^)(AiA^G"'^V 

(AU^G"'^) r(A^A*G"'^)(AiA^G"''^')l (A1a1k1)= 



(AU*G"'^)(AiyG"'^ ) {X^X^C'^) = 

(AiA*G"''^)(AiAiG"'^) = 
(AU^G"'^) 

Done (A*A*G"'^) \{X^X'G'''''''){X^X^K^)] = [(A*A*G"'^)(AU^G"''^')j (X^X^K^) 

{X^X^K^){X^X^K^)\{>^^X^K^y{X^X^K^)Ux^X^K^){X^X^K^)\ = (X^X^K^) 

{X^X^KyiX'X^G''''') = 
lx^X^K^){X'X^G''''') = 
(A'A^G"'!^ 



[X^X^K^] 
[X^X^K^] 



(AiAiKi)(A*AiG"'^) 
(AiAiGi'i)(A*AiG"'^) 



(A^A^Ki)(A*AiG"'^) 
(AU^G"'!) = 

Mors (AiAii^i)2(A^AiG"'^) = {X^X^K^)\{X^X^K^){X^X^G''''') 



(AU^G"'^) (AiA^Ki)(AU^i^^) 

(A*AiG"'^)(AiAii^i)= 

(A^A^G"'^) 
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Done {X'X^G''''')\{X^X^K^){X^X^K^ 

Done Ai est une semi-eategorie associe a M. 
on suppose que ^„_i semi-categorie tel que An-i 



(A*AiG"'^)(AiAiKi) (X^X^K^) 



A'U{{X^X^K^), (X^X^K^), ..., (AU^K'^-I)} 



A U {{X^X^K^), (X^X^K^), ..., (AiA^i^"-!)} avec K' / K^ yi,j G {1, ..., (n - 

1)} 

la loi eomposition definie par : 

{X^X^K%..) = {X^X^G^'^){...) 

i...)iX^X^K') = (...)(AiAiG"'^) 

lx^X^K'){X^X^K^) = {X^X^G^'^)yi ^ j 

lx^X^K')iX^X^K') = {X^X^K')yi 

On va verifier les associativites, comme nous allons etudier les equations par 

rapport a (X^X^K^) alors il reste 4 equations pour verifier : 

{X^X^K'){X'^X^K^)\{X'X^G''''') = 

(AiAiG"'i)(A^AiG"'^) = 
(AU^G"'!) 



{X^X^K' 
{X^X^K' 



(AU1K-')(A*A1G"'' 
(AiAiGi'i)(A^AiG"'^) 



(AiAiK*)(AUiG"'i) = 
(A'AiG"'!) 

Done \{X^X'^K'){X'^X'^K^)\ (AU^G"'^) ={X^X^K') \{X^X^K^){X'X^G''''') 
(AiA^G"'^)(AiAiK*)j(AiAiK-') = 

(AiyG"'^)(AiAiG"'")j (A^AiK-') = 

(AiA*G"'^)(AiAiK-') = 

(A^A^G"'^) 

{X^X'G''''')\{X^X^K'){X^X^K^) = 

(AiA*G"'^)(AiAiG"'i) = 
(A^A^G"'^) 

Alors [(AiA*G"'^)(AUii^OJ(AiAiK-'') = {X'^X^G''''')\{X'^X^K^){X'^X^K^) 
{X^X^K^){X^X^G''^'')]{X^X^K^) = 

(AiAiGi'i)(AiAiG"'^)j(AUiK-') = 

(AiAiG"'i)(AiAii^^') = 
(A^AiG^'i) 

(A^AiK*) [(AiAiG"'^)(AiAii^^') 
{X^X^K'){X^X^G''''') = 
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Done [(AiAiK*)(AiAiG"'^)j(AUii^J) = {X^X^K')\{X^X^G''^''){X^X^K^) 

{X^X^K^){X^X^K^)\ {X^X^KP)= 

{X^X^G'''^){X^X^KP)^ 
(AUiG^'i) 

{X'^X'^K')\{X'^X^K^){X'^X^KP) = 

(AiAiK*)(AiAiG"'i)= 

(A^AiG"'!) 

Mors [(AiAiKO(A^Aii^^')j (A1a1KP)=(A1a1K*) [(A^AIK-'KAIaIKP) 
Done A„_i est une semi-eategorie associee a la matrice suivant : 



1 


a 




b 


c 


ac+ {n - 


-1) 


be 


p 


ap 




bp 



M(ac + (n - 1)) 



Maintenant on ajoute sur A{X^,X'^) 

soient {(A-^A^i^-^), {X^X'^H'^), ..., {X^X'^H"^)} morphismes dans A{x2,X3) avee 

/c* 7^ k^ pour tout i,j G {1, ...,m} tel que le loi de eomposition definie par : 

X^X^H'){...) = (A1a2g1'1)(...) 

...){X^X'^H^) = (...)(A1a2G^'^) 

X^X'^H'){X^X^K^) = (A1a2g1'1)(A1a2G«'^) = (X^X'^G^'^) 
les equations associatives associees a (X^X^W) sont : 

A^A^i^O [(AUiG"'^)(A-'A*G"''^') = 

AiA2i70(A-'AiG"''")= 
A-'A^G"''!) 
(AiA2i/*)(A^AiG"'^ ' 

AU2G"'1)(A^A^G"''^'') 
A-'A^G"''!) 



(A^A*G"'^)= 



Alors 



(AU2^0(A*A1G"'^) (A-'A^G" -^ )=(AU2^0 (AU1G"'^)(A-'A^G" '^ ) 

A^A-'G"'^) [(AiA2i70(A^AiG"''^') = 

A2AiG"'^)(AU2G"''i)= 
AU^G"''^) 

(a2a^G"'^)(AU2^^)J(AU1G"''^')= 
AiA-'G^'^)(A*AiG"''^')= 
AU^G"''^) 
Done (A^A^G"'^) \{X^X'^H'){X^X^G''' '"'')] - [(A2A^G"'^)(AiA2if^)l (A^A^G"'-^') 

AiA2i70[(A^AiG"'^)(A-'A*G"''^')j = (AiA2ii"^)(A^AiG"''^) = 



) = (AU^i/*)(AU^G"'^) (A^A^G"'^) 



{X'X^W){X'X'K^) (X'X'KP) 
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(AiA2i/*)(AUiG"'^)j (A^A^G"''^') = 
A'A2G"'i)(An^G"''^') = 

Mors (X^X'^W) [(A*AiG"'^)(A^A^G 

X^X'^W)\{X^X^K^){X^X^KP) 

X^X'^W){X^X^G'''^^ 
A1a2G"'1 = 

{X^X'^W){X^X^K^)\ {X^X^KP)^ 

AiA2G"'i)(AiAiKP)= 
A^A^G"'!- 

Done {X^X'^W)\{X^X^K^){X^X^KP) 

X^X^W) [(AiA^K-'KAUiG"'^) 
AiA2i70(AUiG"'i)= 

{X^X^W){X^X^K^)\ (A*AiG"'^)= 

A1a2G"'1)(A^A1G"'^)= 
AU^G"'!)- 

Mors (A^A^i/*) [(AUii^^KAU^G"'" 

De la meme construction on peux ajouter aussi sur A(x3, X3) et sur A(x3, X2) 

des morphismes adjoints avec la definition de la loi de composition : 

{X^X^N%..) = (A2a2g1'1)(...) 

{...){X^X^N^) = (...)(A2a2G^'P) 

{X^X^N^X^X^m) = {X^X^Gb,l) 

{X^X^N^f^{X^X^N^) 

{X^X^M%..) = (A2AiGi'i)(...) 

{...){X^X^M^) = (...)(A2a1G"'P) 

{X^X^K^X^X^M^) = (A^A^G"'!) 

{X^X^M^X^X^W) = (A^A^Gi'P) 

{X^X^W){X^X^Mi) = (A^A^G^'i) 

{X^X^M^X^X^M^) = {X^X^M^'^) 

Les equations associatives marchent , done ^(„_i,m,ij,r-i) ^st une semi-categorie 

c.a .d en aioutant les identites A', n est une categoric associee a la ma- 

J (n,m,q,r) ^ 

trice M qui est definie par : 



) = {X'X'W){X'X'K^) (AU^G"'") 



la 6 

M=( c ac + n ftc + m 

p ap + q bp + r 



ou n, r, m, q sont des entiers naturels. 
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Corollaire 5.2. Soit M une matrice d' order 3 tel que : 

z a b 
M = I c n m 

p q r 

avec z > l,n > ac ,r > bp, m > be et q > ap alors Cat{M) ^ 

Preuve : soit N une matrice definie par : 

1 a b 

N = I c n m 

p q r 

D'apres le theoreme precedant Cat{N) ^ alors il existe une categorie A 
definie comme precedemment, soit A' une categorie dont les objets Ob{A') = 
Ob{A) et les morphismes Mor{A') = Mor(yl)U{A°A°n\ A^A^n^, ..., A°A°n^-H 
alors yl'(xi,xi) = {id\Q,}^}^'n},)^}Pn?', ...,)^)^n^~^^ les equations de la loi 
de composition associee a rij definies par : 
A0AV(...) = (...) 

(...)aoaV = (...) 

l\^\^v}){\^\^n^) = (AOAOni)avec i^j 

(X^X^n'f = iX^X^ri') avec i / j 

done A' est une categorie associe a M done Cat{M) ^ 0. 



6. Matrices Generales strictementes positives 
Theoreme 6.1. Soit M une matrice de taille n telle que M definie par : 



M 



(I Mi2 . . . Mi„ \ 

M21 M22 ... M2n 



\ Mnl Mn2 ... Mnn J 

avec Mij > Vi,j € {l,...,n} et Ma > 1 pour G {2,...,n} 

alors Cat{M) ^ $ si et seulement si Ma > MuMiiii G {2, ...,n} et Mij > 

MiiMij avec i,j G {2,...,n} 

=>) On suppose que Cat{M) 7^ alors il existe A une categorie associee 
a M dont les objets sont {A"*^, ..., A"}. 

On va demontrer que Ma > MuMn on suppose que Ma < MijM-ji,soient 
A(A0, AO = {(A^A^Gi'i), ..., (AOA^G^'")} 
A{X\ AO) = {(A^A^Gi'i), ..., (AU^G'^'i)} 
A(A*,A*) = {idy,{X'X'G^),...,{X'X'G^)} 
avec a = Mu , b = Mn et c = Ma . 
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Ona {X'X°G''^){X^X'G^'^)=idxo et {X°X'G^'^){X'X^G''^) = {X'X'G'f) Ona on 
a Mil < MuMii alors soit il existe 1 < i 7^ j < 6,1 < A; < a et 1 < t < c tel 
que (A0A^G1'*=)(AU°G^'1) = (A0A^G1''^)(AU0G^'1) = (A^A^G*) alors 



(A^OG^'i) (A0A^G1''=)(A^A0G^'1) - {X'X^G''^) {X^X'G^^^){X'X'^G^'^) 



done 



(A^A0G^'1)(A0A*G1'^) (AU0G*'1)= (AU0G^'1)(A0A*G1''^) (AU^G^'i) alors 

(A'A°G*'i) = (A*A°G^'i), done i=j introduetion alors Ma > MuMn. 

Pour Mij > MiiMij 

soient ^(A^AO) = {{X'X^G^'^), ...,{yX^G^'^)] 

A(A0, A^) = {(Ai, A^Gi'i), ..., (Ai, A^Gi'™)} 

^(A*, A^) = {(A'A^Gi), ..., (AU^G'')} 

avee h = Mii,m = Mij et v = Mij, on suppose que Mij < MuMij alors il 

existe 1 < i ^ j < b,l < k ^ c < m et 1 < t < v tel que : 

(AU^G*)} = {X^,X^G^'''){X'X^G''^) = (A0,A-'G1'^)(AU0G^'1) 

alors 

(AU^G*)(A°A^Gi'") = [(A°,AJGi'^)(A^A°G^'i)j(A°A^Gi'") = [(A°, AJGi'^)(A^A°G^'i)j (A°A^Gi'") 

done 

(AU^G*)(A°A^Gi'") = (A0,A^G1''^)[(AU0G^'1)(A0A^G1'")J = (A^, A^G^'") [(AU0G^'1)(A0A*G1'") 

alors (A°, A^G^'^) = (A", A^G^'^^) impossible car A; / c done Mij > MuM: 
<^) soit M' une matrice d' order n definie par : 



li 



M' 



/ 1 M12 

M21 (M21M12) 



(M2iMi„^ 



\ 



\ M„i (M„iMi2) ... {MniMm) ) 



soit A' une semi-categorie definie par : 

^'(AO,AO)={id,o} 

A'(A^ A") = {(A^OGi'i), ..., (y A^G^^^i'i)} 

A'(A0,A^) = {(AiA-'Gi'i),...,(Ai,A^Gi'^iO} 

^'(A^ AO = {(AU^G^'i), ..., (AU^G^"'^")} 

^'(A^ A^) = {(AU^Gi'i), ..., (AU^G^ii'^")} avee i / j 

on definir la loi de composition par : 

(AJA'^G"''^')(AU^G"'^) = (A^A-'G"'^') 

pour I'assiciativite on a : 

(A^A'^G"''^')(A'AJG""'^")j (A'^APG"'^) = 

(AU^G""'^')(A'=APG«'^) = 

(A'^A'^G"'^') 

(AJA^G"''^')[(A*A-'G""'^")(A'=APG"'^) 

(A-'A'^G"''^')(A'=A^G"'^") = 
(A^A^G"'^') 



Done 



(A^A'^G" -^ )(AUJG" '^ ) (A^A^G"'^) = (A-'A'^G" '^ ) (A^A-'G" '^ )(A'=ApG"'^) 
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Alors A' semi-categorie associee a M'. 

on ajoute des morphismes pour generaliser le theoreme sur les matrices de 

taille 3. On arrive surtout sur les ensembles des morphismes suiventes : 

A"{X\ X') = {{X'X'G^'^), ..., (AU^G^i-^"), (X'X'E^), ..., {X'X'E'')} Vi G {2, ..., n} 

a condition que tous les ajoutes sent distincts, et en plus la loi de composi- 
tion est definie par : 

(A'A*^'^) o (...) = (AU^G^'i) o (...) VA; G {1, ..., Si} et i £ {2, ..., n} 
l..)o{X'X'E'') = (...)o(VA^G^i-^")VA:G {I,..., Si} etie {2,...,n} 
(yX^HP) o (...) = (AU^Gi'i) o (...) Vp G {1, ..., t;.} et i,j G {2, ..., n} 
(...) o (A*A^i7P) = (...)o(A*A^G*^y'^'i) VpG {1,...,^}} et i,j G{2,...,n} 
(X'X^HP) o (X'X'E^) = (VA^Gi'^'i)V(p,A:) G {l,...,t;} x {l,...,Si} et i,j G 
{2,...,n} 

{X'X'E'') o (X^X^HP) = (A^VGi'*^")V(p,A;) G {l,...,t^} x {l,...,Si} et i,j G 
{2,...,n} 
Done A" une semi-categorie associee a M" telle que cette matrice definie par : 



M" 



/ 1 Mi2 

M21 (M21M12) + Si 



Mm \ 

(M2iMi„) + tl 



{MnlMin) +Sn j 
1 Xri. ■ 



\ Mni (M„iMi2+) + n . . 
On pent ensuite ajouter les identites sur X2, • 
Finalement si M = {Mij)n une matrice strictement positive d'order n 
telle que Mn = let mji > 1 alors Cat{M) 7^ si et seulement si Ma > 
MuMii'ii G {1, ...,n} et M^^ > MuMij^iJ G {1, ...,n}i / j. 



Corollaire 6.2. .■ Pour toute matrice positive on pent etudier si cette matrice 
marche ou non. 

En effet : soit M = (rriij) de taille n alors il y a deux cas : 
a- ma > 1 pour tout i G {1, 2, ..., n} 
b- il existe au moins une i' tel que mi'i' = 1 
Cas (a) : 

on a Cat{M) ^ d'apres le theoreme precedant. 
Cas(b) : 

1- s'il existe une seule i' tel que mi'ii = 1 ,on pent etudier cette matrice 
d'apres le theoreme 1.4. 

2- s'ils existent i,j, 1 tel que ma = rrijj = = mu = 1 alors il y a deux 

cas : 

-si M une matrice reduite alors M ne pas marche d'apres (lemme 4.6) . 

-si M une matrice non reduite alors il existe une matrice N reduction de M 

facile a etudier. 
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Corollaire 6.3. Si M est une matrice de taille n > 3 avec rriij > 1, alors 
Cat{M) j^ il) si et seulement si, pour toute sous-matrice N C M de taille 3 
on a Cat{N) / 0. 

En effet, dans I'etude precedente, dans les cas (a) et (bl) les conditions 
ne concernent que les triples d'indices i,j,k et done ne concernent que les 

sous-matrices de taille 3. Pour cas (b2) si ma = rrijj = = mu = 1, 

la condition necessaire et sufRsante pour que M marche est que pour tout 
autre A: on a rriik = Trijk = ... = rriik et mki = rukj = ... = niki, et que la 
sous-matrice definie en enlevant j, ..., I marche d'apres le cas (bl). 



7. Cas generale 
Soit M une matrice d'ordre n definie par 



M 



/ mil 

17121 

\ runi 



mi2 

"1-22 
■mn2 



m2n 



m^ 



/ 



avec rriij > OV(i,j) € nx n 

On va chercher les classes et apres determiner les sous-matrices qui decom- 
posent la matrice pour isoler les coificients nulles. Le resultat de [T] s'applique 
a chaque sous-matrice diagonale a coefficients strictement positifs M . Pour 
les sous-matrices M ''^ quand A > /i la condition est tiree du theoreme 17.11 
ci-dessous. On suppose M une matrice qui est reduite au sens de ^ telle que 
la relation d'ordre soit transitive. 

Pour n=4 

Soit M une matrice definie par 



/ 1 b 

e f 


c d \ 

k I 



\ 


1 X 

q m 1 



M 



avec 6, c, d, e, /, k, I, x, q,et m strictement positives. 

soit A = {xi,X2,x^,X4} associe a M, alors Ob{A)/ ^ — {1,2} avec les classes 

I = {xi,X2} et 2 = {x3,Xi}. 

II y a 3 sous-matrices M^,M'^ et M^''^ qui decomposent la matrice M. 
Dans les notations generales la matrice M serait : 



M 



/ M(lO,lO) M{1^,1^] 



\ 








\ 



M(l0,20) M(l0,2i 

M(l\2°) M(l\2^ 

M(2^2^) M(2^2^ 

M{2\2^) M{2\2^) ) 



An 



AS 



Ai 



20 



SAMER ALLOUCH 



Theoreme 7.1. 



Cat{M) / ^ < 



Preuve : 

-) Les deux sous-matrices positives 



f>be + l 
m > xq + 1 
k,d,l > c 
I > k 
I >d 
l>k+d-c 



et 



M 



M 



h 
f 

X 

m 



donnent les deux equations suivantes : 

f > be + l,m > xq + 1. 

Cat{M) 7^ alors d'apres la methode precedente il existe A une categorie 

donts les objets sont {l'^, 1-*^, 2^^, 2^} avec A/^ = {1,2} et les morphismes 

definis par : 

Les morphismes associees a Aq : 

A{l°,l°) = {idio = 1} 

^(lO,li) = {lOliGi'i,...,lOliGi'^} 

A{l\l°) = {lH^G^'\...,lH°G^'^} 

A{1\ li) = {idii} U {iHiGi'i, .., IH^G'''^} 

Les morphismes associees a Ai : 
A{2^,2^) = {id20 = 1 = 2^2^G^'^} 
A{2°, 2^) = {2^2^G^'\ ..., 2'2^G^''-'} 
A{2\ 2°) = {2^2°G^'\ ..., 2120^9'!} 
A{2^,2'^) = {id2i} U {2^2^G^'^ , ...,2^2^G'''''} 
U{2^2^X^,...,2^2^X''''~''''^}. 

Pour le moment, notons ainsi les morphismes associees a Aj : 
^(1°, 2°) = {1^2^ A\ ..., l02M^} notera par A 
^(1\ 2°) = {1^2^B^, ..., 1^2^B''} notera par B 
A{1^, 2^) = {\^2^C^, ..., \^2^C'^\ notera par C 
^(1\ 2^) = {\^2^D^, ..., \^2^D^\ notera par D 
On va demontrer que k > c. 

on suppose que k < c alors ^(10,2°) = {102^1, ..., 1020^^=, ..., 102°^^} 
et A{1^,2^) = {l-'^2'^i?-'^, ..., 1^2''i?'^} comme k < c alors il existe au moins 
p G {1, ..., A;}, u' y^ u" € {1, ..., c} tel que : 
(l0liGi'i)(20l0^"') = (l0liGi'i)(20l0^"") = {2°1^BP) => 



'IH'^G'''] 



:i0liGi'i)(20l0A«': 



flilOGi'i] 



:i0liGi'i)(20l0A«" 



[l^l^G^^^){2H^CP) 
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lil'JGi'i)(l"liGi'i) {2H^A 



:>OiO Au'\ 



lil"Gi'i)(l"liGi'i) (2"1"A 



:>OiO Au"\ 



alors 

(l0liG'i'i)(2il0CP) done (201°^"') = (20lM«") = (10i1g1'1)(2H0GP) alors 

u' = u" contradiction done k > c. 

la meme pour les autres equations alors d,l > c. 

Pour les autres inequations I > k,d 

on va demontrer que I > k. 

On suppose que / < k alors il existe au moins p G {1,...,^}, u' ^ u" G 

{1, ..., k} tel que : 

(2i20Gi'i)(20li5"') = (2i20Gi'i)(20liB"") = {2^l^DV) => 



lOllRu' 



(2"2iGi'i) (2i2"Gi'i)(2"liS 



(202iGi'i)(2i20Gi'i: 



Ooir'i,!^ 



(2U2^G 



{2^2^G^'^){2^VB 



OiIrm''^ 



(2"2iGi'i)(2iliDP) 



alors 



loO TDU'-] 



(2H^B'^'] 



(2i20Gi'i)(202iGi'i] 



:ii20B"" 



(12 5" ) alors u' = u" contradiction done I > k et 



done (1^2"S 

aussi I > d. II reste I'equation I > k + d — c. 

D'abord on va demontrer que {C — A) (Z D 

et {B - A) C D disjoints, 

ce qui conduit a I'inegalite. 

Pour voir qu'ils sont disjoints, fixons une meilleure notation : 

on a : 



iiOr^i,! 



V, on note rVC^'^ par d 
1°, on note lH°G^'^ par Fi 



Done (lH"Gi'i)(l"liGi'i) = Fid = idio 
2°2^G^'^ : 2° -^ 2\ on note 2°2^G^'^ par iVi 
2i20c!i,i : 2^ ^ 2°, on note 2^2^G^'^ par Mi 
alors (2°2iG^'i)(2i20Gi'^) = MiNi = idso 
On definie les applications suivantes : 
^]Vi : B ^ D tel que gNi{l^2^B'') = Ni{1^2^B'') = {2^2^G^'^){1^2^B''). 

gM^ : D ^5telque5Mi(li2iZ)*) = Mi{l^2^D'') = {2^2^G^^'^){l^2^D''). 

dFi : G ^ D tel que dFi{1^2^C') = {l'^2^C')Fi = {1^2^G'){lH^G^^^). 

dGi : D ^ G tel que dGi{1^2^D') = {1^2^D')Gi = {1^2^D'){lH^G^^^). 

On remarque que les composes : 

!l^QgMiogNi=idB. 



B-^^D 

et 



D 



dGi 



(J ^11^ jj dFi o dGi =idD. 



Lemme 7.2. : 

Les applications gNi etdFi sont injectives, enplus gNi {1^2^ B^ 
{1^2^D') et dFi{1^2^C') = {1^2^C'){lH'^G^'^) = {1^2'^D') 

Preuve : 
Solent i / i' tel que gNi{1^2^B'') = gNi{1^2^B^') 
{2'^2^G^'^){1^2^B') = {2^2^G^'^)il^2^B'') done 



{2^2^G^'^){1^2^B') 
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[{2^2^G^'^){2^2^G^^'^)]{l^2^B') = [{2^2^G^'^){2^2'^G^'^)]{1^2^B'') alors 

{1^2° B') = {1^2'^ B'') done ^A^i est injectife ce qui donne gNi{1^2°B' 

{2^2^G^'^){l^2^B') = {1^2^D') . 

D'autre part : 

Soient i / i' tel que dFi{1^2^C') = dFi{1^2^C'') 

{l°2^C')ilH^G^'^) = il^2^C'')ilH^G^'^) done 

{1^2^C')[{lH^G^'^){lH^G^'^)] = {1^2^C'')[{lH^G^'^){l^l^G^'^)] alors 

{l'^2^G') = {1^2^G'') done dFi est injeetife ce qui donne dFi{l°2^C' 

{l^2^G')ilH°G^'^) = il^2^D'). 

D'autre part on a le carre suivant : 




ou les fleches vertieales sont dFi et les fleches horizontales sont gNi. 

Le diagramme eommute ear 

dFigNi{u) = dFi{Ni.u) = NiuFi = gNidFi{u). 

Aussi les fleelies sont tous injectives (comme ci-dessus). 

On pent done eonsiderer dF\[gNi{A)) C D. On notera cela par Ni.A.Fi. 

On a egalement dFi{C) C D, note par G.Fi, 

similairement gNi{B) = Ni.B C D. 

On pent maintenant dire plus preeisement ee qu'on veut demontrer : 

que 

{G.Fi - Ni.A.Fi) CD 

et 

{Ni.B - Ni.A.Fi)c D 

sont disjoints. 

Par absurd, supposons qu'il existe y G (C.Fi - Ni.A.Fi) D {Ni.B - Ni.A.Fi) 

y € {C.Fi — Ni.A.Fi) ce qui donne il existe u £ (G — Ni.A) tel que 

y = dFi(u) = uFi car dFi injeetif 

y € {Ni.B — Ni.A.Fi) ce qui donne il existe v G {B — A.Fi) tel que 

y = gNi{v) = Niv ear gNi injeetif 

y = uFi = Niv 

On considere alors 

gNi.gMi{u) = NiMiu = NiMiuFid = NiMiNivGi = NivGi = uFid = 

u 

On a u G (C - Ni.A) c.d.a uCG alors il existe a tel que u = {l^2^C"-). 

D'autre part ffMi(ii) = {2^2^G^'^){l^2^G'') = (102° A'^) ee qui donne 5Mi(u) G 

A alors gNi.gMi{u) = u £ Ni.A\ une contradiction. 

alternativement, de facon similaire 

dFi.dGi{v) = vGiFi = MiNivGiFi = MiuFidFi = MiuFi = MiNiv = 

V 
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V £ B alors il existe b tel que v = {1^2^ B). 

D'autrepartdGi(?;) = {1^2^B^){1^1^G^'^) = {1^2°A'>)ceqmdonnedGi{v) € 

A alors dFi.dGi{v) = v € A.Fi, encore une contradiction. 

Done, (C.Fi - A^i.^.Fi) C D 

et 

{Ni.B - Ni.A.Fi) CD 

sont disjoints. 

Lemme 7.3. : 

Soil j^ ' ; ^ une application injectife tel que A,B deux ensembles finis 
alors : 

Pour tout X,Y C A alors X ~ f{X) ce qui donne Card(X)= Card(f(X) et 
Card{X-Y) = Card{X)-Card{Xr\Y) = Card{f{X))-Card{f{Xr\Y)). 

Preuve : 
On a f une application injectife ei X <Z A alors la ^ ^' ■. f(x) ^st bien bi- 

jectife done Card(X)=Card(f(X)) et Card{X -Y) = Card{X) - Card{X n 

Y) = Card{f{X)) - Card{f{X n Y)). 

Comme gNi et dFi sont injectives alors d'apres le lemme precedante alors : 

Card{Ni.A.Fi) = Card{gNi{dFi{A))) = Card{dFi{A)) = Card{A) = c. 

Card{{C.Fi) n {Ni.A.Fi)) = Card{Ni.A.Fi) = c car (Ni.A.Fi) C (C.Fi). 

Cardie. Fi) = Card{dFi{C)) = Card{C) = det Card{Ni.B) = Card{gNi{B)) 

Card{B) = k. 

D' autre part : 

Card{D - Ni.A.Fi) = Card{D) - Card{{C.Fi) n {Ni.A.Fi)) = l-c 

Card{C.Fi - Ni.A.Fi) = Card{C.Fi) - Card{{C.Fi) n {Ni.A.Fi)) = d-c 

Card{Ni.B- Ni.A.Fi) = Card{Ni.B) - Car d{{Ni.B)r\ {Ni.A.Fi)) = k-c 

C.Fi C D alors {C.Fi - Ni.A.Fi) C {D - Ni.A.Fi) (1) 

et 

Ni.B CD alors {Ni.B - Ni.A.Fi) C {D - Ni.A.Fi) (2) 

Finalement (l)+(2) donne que Cavd{C.Fi-Ni.A.Fi)+ Cavd{Ni.B-Ni.A.Fi)< 

Ca,vd{D - Ni.A.Fi) alors {k - c) + {d - c) < {I - c) done d+k-c< /. 

<^) On va voir la demonstration en bas dans le cas generale. 



Definition 7.4. :Soit M une matrice d'ordre n, on dit que M est acceptable 
si la relation > est reflexive et transitive, oil X' > fi^ si M{X'',n^) > 1. 



Pour \eU posons a{X) := M{\\ A°) et b{\J) := M(A°, A^] 



Cat{M) / 4^ < 
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Theoreme 7.5. Soit M une matrice reduite d' order n alors 

M acceptable 

M{\\\^)> a{\')h{\^) + l VAg [/,«>! 

M{\\\i) > a(A*)6(AJ) VA G C/ 

mIx\/) > M{X\fi^) VA > /i, /z G [/ 

M{\\n^) > M(A0, /x^) VA > /i, A G [/ 

M{X\fj.J) > M{\^,^i) + M{X\fj.°) 

-M(AO,/iO) yX>fi£U 

Preuve : 

^) :Cat{M) 7^ on a d'apres la partition de M alors il existe A une categorie 

associe a M dont les objets sont {A% ,//■', , etc} 

Done M sera : 



A,^ 



x&u fi€V \eu 

tidV 

On va demontrer que M est acceptable. 

En effet soit A* G A comme M^ > alors M{X\ A*) > 1 done A* > A* alors 

> est reflexive. 

Pour la transitivite soient A*,//-' et (jr trois objets telque A* > /i-' et ^x^ > (fr 

alors il existe deux morpliismes F—{X^,iJ,^,H°') et G= (;«•',(/), J ). 

On a K=(;u^ (/)'', J'')(A^/x^i/'^) = {X\cp'',M'') done A^ > (j)'' alors > est 

transitive. 

D'autre part le resultat de |2j s'applique a chaque sous-matrice diagonale a 

coefficients strietement positifs M ,M^^ . Pour les sous-matrices M '^ quand 

A > /x la condition est tiree du theoreme 17. II ci-dessus. 

<^) :nous avons les conditions on va demontrer Cat{M) ^ 0. 

D'apres la metode d'ajouter des elements voir [Ij nous pouvons travailler sur 

y c.a.d M sera : 

M= y ^^0 U M^'^ 

\eu\jv \,^l<^u\Jv 

Comme dans [2j, il suffit de considerer la construction d'une semi- categorie 
partiellement unitaire avec condition d'unite seulement sur les ^(A*^, A^) pour 
A G [/, et en supposant que M{X\ X^) = a(A*)6(A-'') pour A G C/. Pour XeV 
on peut prendre M(A*,A-^) = 1. 

Soit A une (semi-) categorie donts les objets sont {A* avec A G A/ ~} et 
les morpliismes sont {(A*, A-', {u,v))} U {{X^ , /j,^ , k)} . 

Ici 1 < n < a(A*) et 1 < u < 5(A-''), en mettant a(A*) = b{X^) = 1 si A G F. 

Pour A > /i, on notera 

|/,A0|:={1,2,...,M(/,A0)}, 
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|/,V|:={1,2,...,M(/,V)}, 
mais en revanche 

\li\ A := {1 + M(/, AO) - M(/x", A"), . . . , 0, 1, 2, . . . , M(/, A^)}, 
et enfin 

l/i", A^l := {1 + M(/, A°) - MiyJ', A"), . . . , 0, 1, 2, . . . , M, 
ou /i = M{^i'\ V-) + M(/, A") - M(/i", A"). De cette fagon, 

#|/,A0|=M(/,A0), 
#|/iO,V|=M(/,A^), 
#|/x",AO|=M(/i",AO), 
et 

#|;u",A*|=M(/i",A^). 
D' autre part 

|/,A^|n|/i",A°| = |/i°,A°|. 
On notera souvent par //'(/i",A*) le complement aire 

i?'(M",A*):={M(/,A*) + l,...,M 

ayant 

#fl-'(/i", A^) = Mi^"", \') - M{pP, \') - MipJ", A°) + M(/i°, A°) 

elements. L'hypothese dit que ce nombre d'elements est > 0. 

Ainsi |/i",A*| est la reunion disjointe des quatres parties suivantes : 

|/,AVI/,A°| 

\.,n xOi |,,0 aOi 
l/i , A I — l/i , A I 

if'(/i",A*). 
La loi de composition interne sera definie par : 
a)(A%/i^k)o(v9",A%A;')=(vj",A^^l) 

(I'utilisation des symboles differents (p, A, ji ici vent dire qu'on a l'hypothese 
(/? 7^ A 7^ /i, une convention en rigeur partout), 

b) (A^A^(u,v))o(A^A^(n^ ^'))=(A",A^(n', t;)) 

c)(ASA^(u,«))o(^«,A%fc)=(Ai",A^fe') 

Si A G y alors (A^ A^ (li, f)) o (^", A*, A;)=(/i", A^ 1) 

Si A € f7 alors on a deux cas : 

Si i=0 alors k' = k 

Si i/ alors 

' k sike |Ai°,AO| 



fc' 



1 si fee |;uO,A^|-|/iO,A°| 
A; si A;G |;u",A°|-|/,AO| 
1 si A;G/f'(^",AO 
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Si A G y alors (A^/i", A;) o (V, A^ (u,f))-(V,/i'^ 
Si A € f7 on a deux cas : 
Si j=0 alors k' = k 
Si j 7^ alors 



k' 



k 
1 
k 
1 



si A;G |A0,/| 
sik£ |A^/| - 
si A;G |A°,^"|- 
si A; G F'(/u", A* 






Pour I'unite partiel : 

Comme k' = k pour i = (cas (c)) ou j = (cas (d)) quand A G f7, 

(A*A*(1, 1)) agit comme I'identite. 

Pour I'associativite : 

soient X,iJ,,(p,(p G A/ r^ alors il y a 8 formes des equations associatives : 



1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 



A* iH> n^ h^ (j)^ \-^ ip"^' 
A* t-^ ji^ >-^ f/ \-^ (p" 
A* t-^ ji^ 1-^ (p^ \-^ (j)" 



!>, (p distincts representent par convention 



A^ ^ X^ h^ ^* h^ 0" 

A* t-^ X^ \-^ f/ 1-^ fi^ 

X^ ^ XJ ^ A* ^ ^" 

A* t-^ ji^ 1-^ f/ \-^ fj,'^ 
8) A^ ^ A^' ^ A* ^ A" 
Rappelons que les symboles A, /x, 
des classes differents. 

On va verifier les egalites d'associativite pour cliacun de ces cas. 
equation 1 
(</.*, 9J",a)(/i^0*,6)(A\/i^c) 

=[(</>^<^^a)(;u^</.^6)](A^/i^c) 

={fi\ip^,l)iX\fi^,c) 

=(AS </?",!) 

K</.*,V^",a)[(;U^0*,6)(A%M^c)] 

equation 2 

A* 1-^ fi^ iH' ;[/* iH> (/)"■ 

Pour I'identite : 

(/,r,a)(A.o,/,(l,l))(A%/,6) 

=[(/xO,<A",a)(/iO,/iO,(l,l))](A%/iO,6) 

=(/,</>'^,a)(A%A/^6) 

=(A^ </>",!) 

=(M^</.^a)[(/i^/i^(l,l))(A^Ai^6)] 

=(^o,<A",a)(A\MO,6) 

=(A^ (/>",!) 

Si fi & U alors : 

(A.*,(A",a)(^^;U*,(n,^))(A%^^6) 
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= [(^*,<^",a)(/i^A^*,(u,t;))](A\^^fe) 

=(y,0",l) 

= (^*, 0", a)[(/i-',;U*, (li, f))(A%;U-', 6)] facile a demontrer 

Si fi G V alors : 

=(;u^<A^l)(A^/i^6) 
=(A^0^l) 

=((/.*, ^^a)(A^/i^l) 

=(AS0",1) 
equation 3 

Pour I'identite : 

=[(</>^</>^(l,l))(/i^0^a)](A^/i^6) 
=(A/^/,c)(A^/i^6) 

=(A* (/>*^ 1) 

=(/,/, (1,1))(A%/,1) 

=(A^0^1) 

Si (;^ € [/ alors : 

=[(0^(/.^(n,«))(A^^(A^a)](A^/i^6) 

=(^^<A",A;)(A\Ai^6) 
=(A^<A",1) 

^{(i)\r,{u,vmf^',<t>\a){x\fi^,b)] 

={(^\r,{u,v)){x\<p\i) 

Hx\rA) 

Si (p (zV alors : 

=[(0^0^(n,t;))(^^(/.^a)](A^/i^6) 

=(A^r,l) 

=(</.*,</.", (n,t;))[(Ai^ (A*, a)(A%Ai^&)] 

={4>\r,iu,v)){X\(P\l) 

Hx\rA) 

equation 4 comme I'equation 3 
equation 5 

(M^M^(«,^))(A^/x^fe)(A^A^(c,d)) 

II y a 4 cas sur : 
l)/i G [/ et A G y 
2)neV et XeU 
3)fieV et XeV 
i)neU et XeU 

Cas 1) alors : 
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Pour I'identite : 

q=(m°, /, (1, 1)) [(A^ /, fc)(A^ A^ (c, d))] 

KM°,/«°,(l,l))(A\/i°,l) carAey 
=fA* u" 1) 

Q'='[(/',;u^(l,l))(A^/,fc)](A^A^(c,d)) 
=(A^,Ai^A:')(A^A^(c,d)) 

=(A*,,/,1) carAey 
Done Q = Q' 

[(/, M°, (1, 1))(A0, /, A:)] (AO, AO, (1, 1)) = (^o, m°, (1, 1)) [(A^, m°, fc)(AO, A", (1, 1))] 
facile a demontrer 

Q=(M*,^",(a,5))[(A0,^*,fe)(A0,A0,(l,l))] 
=(;U*,^",(a,6))(AS/i*,l) carAey 

Q' =' [(m*', ^", (a, 6))(A^ M*, fe)] (AS A^ (c, d)) 

=(A^,M^fc')(A^A^(c,(i)) 

=(A*,,^",1) carAGF 

Done Q = Q' 

Q=(m*, ^", (a, 6)) [(AS M*, fc)(AS A^ (c, d))] 

=(^*,/i",(a,6))(AS/i*,l) ear AG F 

=(AS,^",1) 

Q' = [(a.*, /i", (a, 6))(A^ ^*, A;)] (AS A^ (c, d)) 

=(A^,M^fc')(A^A^(c,d)) 

=(AS, //",!) carAey 
Done Q = Q' 

Cas 2) eomme 1) 

Cas 3) 

Pour I'identite : Q=(^o,/, (1, 1)) [(A^^uO, fe)(AS A^ (c, d))] 

=(/,/, (l,l))(AS/iO,l) carAGF 

Q'='[(;Jo,/,(l,l))(A^M°,A;)](ASA^(c,d)) 
=(A^ , n^, 1){X\ A^ (c, d)) car /i G F 
=(AS,/,1) 
Mors Q = Q' 

1' autre cas de I'identite est le meme. 
q^{^^^ //-, (a, b)) [{X^,^^^ k){X\ A^ (c, d))] 
=(;U*,/i",(a,6))(AS/i*,l) ear AG F 
=('A* uP 1) 

=(A^ , /i", 1)(AS A^ (c, d)) ear /i G F 

=(AS,/i",l) 

Done Q = Q' 

Cas 4) 

Q=(MS^",(a,5))[(A0,/xSfc)(A0,A0,(l,l))] 

On a deux cas : 
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Sit=0 
Q=(^o,^«,(a,6))[(AO,/,A:)(AO,AO,(l,l))] 

=(AO,/i-,A;) 

Q'=[(/iO,;u",(a,6))(AO,/,A;)](AO,AO,(l,l)) 

=(AO,/iO,fe)(AO,AO,(l,l)) 

=(A°,/i",A:) 

Mors Q = Q' 

Sit/0 

Q=(M*,/i",(a,6))[(A0,/.*,A;)(A0,A0,(l,l))] 

=(M*,//-,(a,6))(A0,/i*,A:) 

=(AO,/i-,A;') 



A; |AO,/iO| 

1 |AO,/iO|-|AO,/| 

fc |AO,/i*|-|AO,/| 

I 1 i^'(A°,/) 



avec 



Done k'=k sur |A*',/i*|. 
D'autre part : 

Q' = [(M^/x^(a,6))(A^/i^fc)](A^A^(l,l)) 

=(AO,/x-,fe')(AO,AO,(l,l)) 
=(A°,//",A:') 



avec 



k' 



{ k |A0,//0| 

1 |AO,/iO|-|AO,AiO| 

fc |AO,/i*|-|AO,/| 

I 1 i^'(AO,/.*) 



Mors Q = Q' 

Pour Q=(//0,^o, (1, 1))(A0,//0,/c)(A°, AO, (1, 1)) facile a demontrer 

Q=(/, /i-, (a, 6)) [(A^ ^*, k){\\ A^ (c, d))] 

et 

g' = [(;u^/i^(a,6))(A^A^^A;)](A^A^(c,d)) 

On va verifier Q = Q' sur jA-'j/i*! 

Q=(m*, /i", (a, 6)) [(A^ /.*, A;)(A^ A^ (c, d))] 

=(A/*,/i",(a,6))(A\/,fc') 

=(A^/i^fc") 

On a 4 possibilites : 

l)j=0 et t=0 

2)j=0 et t/ 

3)j / et t=0 

4)j ^ et t/ 



i = o,t = o 
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Q=(/, /i", (a, b)) [(AO, /, k){X\ AO, (c, d))] 
=(/,;u",(a,6))(AS/iO,A;) voir d) 
=(A*,/i", fc) voir c) 
D' autre part 

Q' = [(/, A/«, (a, 6))(A0, /, A:)] (A^ A", (c, d)) 
=(A^/i",A;)(A^A^(c,(i)) voire) 
=lx\fi'',k) voird) 
Done Q' = Q sur |A°,/i°| 

Q=(m*, /i", (a, 6)) [(AO, /.*, A;)(A% A^, (c, d))] 
=(;U*,/i",(a,6))(A\/,A;) voird) 
=(A^/i",A;") voire) 



avec k" = < 



i k |A0,/| 

1 |AO,/x*|-|A°,M°| 

fc |AS/|-|AO,/iO| 

1 1 ii^'(A^/) 



D' autre part, 

Q' = [(;u*, /i", (a, 5))(A0, /i*, A:)] (A% A^, (c, d)) 
^{X^,li'',k'){X',\^,{c,d)) voire) 
—{X^,^"-,k') voir d) 



afec fc' 



f fc |AO,/iO| 

1 |A0,/|-|A0,/| 

fc |AO,/|-|AO,/| 

I 1 H'iX^,^') 



Done g = Q' sur |AO,/i*| 



Q=(m°, /i", (a, 6)) [(A^ /, k){X\ A^ (c, d))] 
={ljP,li'',{a,b)){X\fi^,k') voird) 
=(A',/i",fc') voire) 



k |A0,/| 

1 |AO,M*|-|A°,/i°| 



avec 



k' 



{ k |A0,^0| 

1 |A^/iO|-|AO,;uO| 

A: |AO,/iO|-|AO,//0| ^ 

I 1 i^'(A^/) 

L'autre sens, 

Q' = [(^0, ^", (a, 6))(A^ /iO, fc)] (A^ A^ (c, d)) 
=(A^ ;u", A;)(A% A^ (c, d)) voir e) 
=(AS/i",A;") voird) 



1 |A^//0|-|A0,/| 
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avec 



k" 



{ k |AO,/iO| 

k |AO,/i"|-|AO,/| 
1 //'(A^/z") 



Mors Q = g'sur jA^^u^ 



Q=(m*, //^ (a, b)) [{X^,fi\ k){X\ A^ (c, d))] 



=(^*,//-,(a,6))(AS/i*,A;'^ 
=(A*,/i", fc") voir c) 



voir d) 



avec 



k' 



{ k |A0,/| 

1 ia^/i-iao,/! 

fe |AO,Ai*|-|A°,/i°| 

1 i7'(A^A.*) 



et 



avec 



= < 



f k' |A0,^0| 

1 |AO,^*|-|A°,/| 

fc' |AS/|-|A0,/| 

1 H'{\\^i^) 

On va verifier que k"=l sur jA-', /x"! — |A'^,/i'^|. 

logiquement k" = k' ou k" = 1 sur | A-' , ^u*^ | — | A*^ , /x" | 

si k" = 1 vrai. 

si k" = k' sur |A^/| - |A°,M°I alors k" = k' = 1 

alors k" = 1 sur jA-', yU*^! — |A'',/i''| ce qui donne Q=(A%;u", fc' 

k |AO,/iO| 

1 |A^A^*|-|A°,/iO| 



1 |AO,/i*|-|A°,/| 
1 |A^/|-|A0,/| 
1 H'{\\^i^) 



avec 



k" 



D' autre part, 

Q' = [(M^/i^(a,5))(A^A^^A;)](A^A^(c,d)) 

=(A^ ;u", A;)(A% A^ (c, d)) voir c) 
=(AS/i",A;") voird) 



avec 



k' 



( k |A0,/| 

1 |AO,A^*|-|A°,/| 

fc lA^/l-IA^,/! 

1 i/'(A^M*) 



et 



avec 



( k' |AO,/iO| 

1 |A^;uO|-|AO,/iO| 

fc' |AO,/i"|-|AO,//0| 

1 /f'(A^/i") 



1 |AO,^*|-|A°,/| 

1 |A^/iO|-|A^/| 

1 i?'(A^;U*) 
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On va verifier que k" = 1 sur |A*^,^*[ — \X^,fi^\ 
On ak" = k' = 1 on k" = 1 sur |A°,^*| - |A°,^°| 
Done k" = 1 sur |A°,^*| - lA",/]. 
AlorsQ' = iX\n'',k") 



Of ec K = < T , 1 f , 
1 A-?,;^ 



;,M*I-|A°,/| 

Done Q = Q' sur jA-', /U*| 

alors [(^*,^",(a,6))(A^M*,fc)](ASA^(c,d)) = (/,^", (a,6)) [(A^ ^*, A:)(AS A^ (c, d))] 

equation 6 

a^TTa^ a* ^ ^" 

II y a deux cas : 

1) XgV 

2) XeU 
Cas 1) 

Q = [(AO, /i", k){X', A", (a, 6))] (A^ A", (c, d)) 
=(AO,/i",l)(ASAO,(c,d)) carAey 

Q' ='(Ao' ^«, A:) [(AO, AO, (a, 6))(V, A^, (c, d))] 

=(A0,^",fc)(ASA0,(c,6)) 

=(A*,^",1) car AG y 

Done Q = Q' 

Cas 2) 

Q = [(AO, ^«, fe)(AO, A", (a, 6))] (A^ A^, (c, ci)) 

=(A^/i",A;)(A^A°,(c,(i)) voir d) 

=(A',//'^,fc) voir d) 

D'autre part, 

g' = (AO, /x", fc) [(AO, A", (a, 6))(A% AO, (c, d))] 

=(A^/i^A;)(A^A^(c,6)) 

= (A*,//"^, fc) voir d) 
Done Q = Q' 

Q = [(AO, /i-, fc)(A^ AO, (a, 6))] (A% A^ (c, d)) 
=(A^ ^", k){X\ X^, (c, d)) voir d) 
=(A^/i", A;') voir d) 



avec 



k' 



{ k lAO,/! 

1 |A^/|-|AO,/iO| 

fc |AO,/i"| -|AO,/iO| 

[ 1 /f'(A^/i") 
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DoncQ==(A*,;u",fe) sur |A",^ 

D'autre part : 

Q' = (A", /i", fe) [(A^ AO, (a, &))(A% A^ (c, d))] 

=(A0,/i",fc)(ASA0,(c,6)) 

=(A*,/i", fc) voir d) 

Mors Q = Q' sur |AO,/x"| 

Q = [(A*, fi\ fc)(AO, A*, (a, 6))] (A^ A", (c, d)) 
=(AO,/i",fe')(ASA*,(c,&)) voir d) 
=(A*,/i", A;') voir d) 



avec 



k' 



{ k |A0,//0| 

1 |A*,/iO|-|AO,/| 

A; |AO,/i"| - |AO,/iO| 

1 i7'(A*,;u") 



g' = (A*, /i", fc) [(AO, a*, (a, 6))(A\ A^, (c, d))] 

=(A*,/i",A:)(ASA*,(c,6)) 

=(A*,/i", A;') voir d) 



avec A;' 



f A; |A0,/| 

1 |A*,/|-|AO,/iO| 

A; |AO,/i"| - |A°,/| 

[ 1 H'iW^i^) 



Mors Q = Q' 

Q=[i\\fi\k)iX^,XMa,b))]iX\X^,ic,d)) 
=(A-'', ;u", A;')(A% A^ (c, 6)) voir d) 
=(AS/i",A;") voir d) 



avec k' 



{ k |A0,/| 

1 |A*,/|-|AO,/| 

k |A°,/i"| - |A°,/iO| 

[ 1 H'iX\fi^) 



et 



avec k 



( k' |A0,/| 

1 |A^/|-|AO,A^O| 

A;' |AO,;u"|-|AO,/| 

[ 1 H'{X^,f,^) 

D' autre part, 

Q' = (A*, /i", A:) [(A^ A*, (a, &))(AS A^ (c, d))] 
=(A*,/i",A:)(A\A*,(c,6)) 



f fc |AO,/iO| 

1 |A*,/|-|AO,AiO| 

A; |A°,/i"|-|A°,/i°| 

[ 1 H'{X\fi^) 
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--{\\n'^,k') voir d) 



avec 



k' 



' k 


|A°,/| 


1 


|A*,/|-|AO,A^o 


k 


\\^,^i-\-\\\^f 


1 


H'{X\f,-) 



Alors Q = Q' sur jA*,//*^] 

Done I'equation 6 est associative. 

equation 7 est comme equation 6 

equation 8 

A^TTa^ a* h^ A" 

Q= [(A*, A", (a, 6))(A^ A*, (c, d))] (V, A^ (e, /)) = 

(A^A",(c,6))(A%A^(e,/))= 

(ASA-,(e,6)) 

Q' = (A*,A",(a,6))[(A^A*,(c,(i))(A%A^(e,/))] = 

(A*,A",(a,6))(A%A*,(e,d)) = 

(ASA",(e,6)) 

Done Q = Q' 

On a verifier toutes les equations done A est bien une categorie assoeiee a M 

done Cat{M) / 0. 

Corollaire 7.6. :Soit M~{mij) une matrice carree d'entiers, alors Cat{M) ^ 
si et seulement si, pour toute sous-matrice M' de M , de taille < 4, 
Cat{M') / 0. 

Preuve : 
=^) evidente. 

<^) La condition d'aeeeptabilite, et les inegalites du theoreme I7.5| font in- 
tervenir < 4 objets a la fois. 
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